APPENDICE 1

Derivate

tan ( = [f(x0 + (x) – f(x0)] (x

con (x tendenze a zero.

In altre parole, data una generica funzione rappresentata in un diagramma cartesiano mediante una linea, la sua derivata è il “coefficiente angolare” della retta tangente a questa linea.

tan ( = (df / dx)x = x0
d2 f  / dx2
si chiama “derivata seconda”.
Per le funzioni di più variabili f(x1,x2,x3,......xn), si può incrementare una sola di queste variabili, diciamo la iesima : xi ; il limite del rapporto incrementale corrispondente, se esiste, si chiama “derivata parziale rispetto alla variabile xi” e si indica:


(f / (xi
Gradiente, rotore e divergenza

Il “gradiente”, il “rotore” e la “divergenza” sono tre diversi operatori differenziali lineari.

Il “gradiente” trasforma una funzione scalare della posizione in un campo vettoriale.

Il “rotore”  trasforma un campo vettoriale in un altro campo vettoriale.

La “divergenza”  trasforma un  campo vettoriale in una funzione scalare della posizione.

Come un vettore, definito in funzione della posizione P in un certo dominio (detto dominio di esistenza del campo), è chiamato campo vettoriale, così una funzione scalare della posizione (anche essa definita in un certo dominio di esistenza) Può essere chiamata “campo scalare”.

Derivata direzionale e gradiente

Dato un campo scalare U(P), scelta una generica posizione P (nel dominio di esistenza), una generica semiretta u che parte da P ed ha la direzione orientata del versore u( e un punto P1 su questa semiretta, si chiama “derivata direzionale” di U in P, secondo u( , e si indica con un simbolo analogo a quello delle derivate parziali, il seguente limite (se esiste):


(U/(u = limP1(P (U(P1) – U(P))/((P1 - P()

E’ chiaro che per ogni posizione P si possono trovare infinite derivate direzionali, corrispondenti a tutte le possibili direzioni di u( . Si dimostra che per una particolare direzione u(0 il valore della derivata direzionale in quel punto è massimo: un vettore che ha per modulo questo valore massimo e per direzione orientata u(0 si chiama “gradiente” della funzione U nella posizione P e si scrive:


grad U = ((U/(u0) u(0

oppure

(( U = ((U/(u0) u(0
Ad ogni posizione P (nel dominio di esistenza) corrisponde il vettore gradiente di U, perciò si vede che effettivamente l’operatore gradiente trasforma il campo scalare U(P) nel campo vettoriale grad U(P) o (( U(P).

Si dimostra poi che il gradiente è sempre perpendicolare alle superfici in cui U risulta costante.

Fissata una terna cartesiana ortogonale di versori i( ,j( ,k( , la posizione P è descritta dalle tre coordinate cartesiane, U è una funzione delle tre variabili x, y, z, e il gradiente di U è dato da:


grad U = (( U = ((U/(x) i( + ((U/(y) j( + ((U/(z) k(

(( = ((/(x) i( + ((/(y) j( + ((/(z) k(
Circolazione e rotore

Dato un campo vettoriale F( (P) ed una linea chiusa (nel dominio di esistenza) sulla quale è stabilito un verso di percorrenza, si chiama “circolazione”o “circuitazione” C del campo, lungo la linea, l’integrale (esteso alla linea) del prodotto scalare fra il vettore F( e un generico spostamento infinitesimo dP lungo la linea:


C = °( F( ( dP

Si prenda un punto P e una linea chiusa sempre più piccola intorno a un punto P, la linea deve stare su un piano perpendicolare al versore n( , calcoliamo la “circolazione”o “circuitazione” C del campo, lungo la linea e dividiamola per la area della superficie racchiusa dalla linea; il limite a cui tende questo rapporto quando la linea chiusa è sempre più piccola si chiama “densità superficiale di circolazione”:


(n( (P) = lims(0 C / S

E’ chiaro che per ogni posizione di P esistono infinite densità superficiali, dipendenti dal piano scelto che deve essere perpendicolari al versore n( , ma per un dato versore n(0 il valore della densità superficiale è massimo.

Un vettore che ha per modulo questo valore e come direzione orientata n(0 si chiama “rotore” del campo vettoriale F( nella posizione P e si scrive:


rot F( = (n(0 (P) n(0

oppure

(( ( F( = (n(0 (P) n(0
Flusso e divergenza

Dato un campo vettoriale v((P) ed una superficie S, si chiama “flusso” (s del campo relativo alla superficie S, l’integrale della componente del vettore v( normale a S:


(s = (S v( ( n( dS

dove dS è l'area di un elemento infinitesimo della superficie e n( è il versore normale di tale elemento.

In una superficie chiusa contenente P, il versore n(  può essere quello che porta verso l'interno, nel qual caso il flusso è detto entrante. Calcoliamo il flusso uscente ( e dividiamolo poi per il volume V dello spazio racchiuso dalla superficie. Il limite a cui tende questo rapporto, quando il volume tende a zero, si chiama "divergenza" del vettore v( in P e si scrive:


div v( = limv(0 ( / V

oppure

((( v( = limv(0 ( / V

La divergenza di un vettore è uno scalare. Fissata una terna cartesiana ortogonale, la posizione P è descritta dalle tre coordinate cartesiane, il vettore v(  dalle sue tre componenti cartesiane Vx, Vy, Vz. La divergenza di v(  si dimostra che è data da:


div v( = ((( v( = ((vx/(x) + ((vy/(y) + ((vz/(z)

Un campo vettoriale in cui la divergenza sia nulla ovunque, nel dominio di esistenza, si dice “solenoidale”.

Teoremi:

1. Data una linea l, che parte da A e termina in B, contenuta nel dominio di esistenza di un campo scalare U(P), si ha:

((AlB) grad U ( dP = ((AlB) ((U ( dP = U(B) - U(A)

2. La circolazione di un gradiente è sempre nulla:

°( grad U ( dP = °( ((U ( dP = 0

3. Il rotore di un gradiente è sempre nullo, in altre parole un gradiente è sempre irrotazionale:

rot grad U = (( ( (( U = 0(
4. "Teorema di Stokes" La circolazione di un campo vettoriale F( lungo una linea chiusa l è uguale al flusso del rotore di F( relativo ad una qualunque superficie S che abbia per contorno la linea l:

°(l F( ( dP = (S rot F( (  n( dS = (S (( ( F( (  n( dS

5. "Teorema della divergenza". Data una superficie chiusa S, che racchiude un volume V, tutta contenuta nel campo di esistenza di un campo vettoriale v((P), l'integrale di volume della divergenza di v( è uguale al flusso di v( uscente dalla superficie S:

(V div v( dV = (V (( (  v( dV = (S v( (  n( dS

6. La divergenza del rotore è sempre nulla, in altre parole un rotore è sempre solenoidale:

div rot v( = (( ( (( ( v( = 0

