Cinematica

Il moto è relativo. Questo significa che ha senso dire che un oggetto si muove soltanto se è specificato rispetto a cosa è valutato il movimento, ossia un sistema di riferimento.

Per specificare la posizione di un punto si può assegnare direttamente la funzione P(t), che fa corrispondere una posizione P ad ogni istante di tempo t, o anche scegliere un punto O fisso, nel sistema di riferimento prestabilito, e poi assegnare in funzione del tempo il cosiddetto vettore posizionale r (t), cioè il segmento orientato che parte da O e termina nella posizione P in cui si trova il punto mobile:

r = P - O .

La linea geometrica costituita da tutte le posizioni assunte dal punto durante il suo moto si chiama traiettoria. Indichiamo con s l'arco di traiettoria percorso da O a P ed esprimendolo in funzione del tempo si ha l'equazione oraria s(t).
La velocità

La velocità di un punto è il vettore che si ottiene derivando la posizione del punto rispetto al tempo.


v= s.t

Velocità areolare

Conviene considerare la velocità v( di un generico punto P, oltre che come una grandezza vettoriale, come un vettore applicato. Prendendo P come punto di applicazione e O come prescelto centro di riduzione. In questo modo se ne può calcolare il momento della velocità rispetto ad O. La metà di questo momento è una grandezza vettoriale chiamata velocità areolare.

A( = ½ (P-O) ( v(
La velocità areolare A(  nei moti piani, se il centro di riduzione O viene preso sul piano, risulta sempre perpendicolare al piano del moto, e quindi ne individua la giacitura. Inoltre con il suo modulo, essa misura la rapidità con cui varia l’area spazzata dal vettore P-O al variare del tempo. La velocità areolare è molto utile per descrivere il moto dei pianeti, in combinazione con la seconda legge di Keplero.

· La velocità areolare è la metà del momento perchè essa deve calcolare l'area di un triangolo rettangolo (per un (t che tende a zero) mentre il momento essendo un prodotto vettoriale fra due vettori perpendicolari, calcolerebbe l'area di un rettangolo, essendo la velocità perpendicolare al braccio.

· La velocità areolare è la metà del momento: questo lo si nota dal fatto che la velocità areolare calcola l'area spazzata dal vettore che risulta un triangolo (rettangolo per un (t che tende a zero) cioè appunto la metà dell'area che calcolerebbe il momento, cioè un rettangolo che ha per diagonale un cateto del precedente triangolo.

L’accelerazione

L’accelerazione di un punto è il vettore che si ottiene derivando la velocità del punto rispetto a il tempo, ossia derivando due volte rispetto al tempo la posizione P del punto.


a( = s..t( + s. 2/( n(
t( detta componente tangenziale.

n( detta componente normale.

Esempi


Moto rettilineo uniforme


S(t) = vt + S0


Moto rettilineo uniformemente accelerato


S(t) = ½ at2 + v0t + S0

Moto circolare uniforme
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a( = (v2/r) n(
Scegliendo l’origine degli assi lungo un punto della circonferenza O1 , si può scrivere ( = s/r (l’angolo è misurato in radianti!), o sfruttando l’equazione oraria, ( = vt/r + S0/r = vt/r + ( , avendo chiamato ( il valore iniziale di (. Risulta:


x = r cos [(v/r)t + (]


y = r sen [(v/r)t + (]

derivando si ottengono le equazioni cartesiane della velocità:


x’ =  -v sen [(v/r)t + (]


y’ =  v cos [(v/r)t + (]

e della accelerazione:


x’’ = -(v2/r) cos [(v/r)t + (]


y’’ = -(v2/r) sen [(v/r)t + (]

La descrizione del moto circolare uniforme è semplicissima:


r = cost.

v( = vi((

a( = -(v2/r) i(r

( = (v/r)t + (
Moto armonico:

S = l sen ((t + () + S0

La costante S0 è il valore che S assume quando il seno, o coseno, si annulla. Cioè quando il punto mobile si trova al centro di oscillazione.

Il moto armonico è periodico nel senso che, dopo un tempo T = 2(/( la funzione seno, o coseno, riprende dallo stesso valore.

Derivando rispetto il tempo una volta si ottiene la componente tangenziale della velocità:


S’ =  l( cos ((t + ()

E derivando rispetto il tempo due volte si ottiene la componente tangenziale della accelerazione:


S’’ = -l(2 sen ((t + ()

Moto armonico smorzato:


S = le-(t sen ((t + () + S0
Periodo T di un pendolo: (solo nel caso di piccole oscillazioni)


T = 2( (lunghezza / g)1/2
Vincoli e gradi di libertà

Per descrivere la posizione di un punto P che può muoversi in qualsiasi maniera nello spazio occorrono tre parametri; si dice quindi che ha tre gradi di libertà. E' facile dedurre che un sistema costituito da n punti liberi di muoversi nello spazio ognuno indipendentemente dagli altri ha 3n gradi di libertà. Una limitazione dei possibili movimenti di un sistema qualsiasi è detto vincolo; quindi i vincoli tendono a diminuire il numero dei gradi di libertà. Ad esempio un punto vincolato a muoversi su una retta ha un solo grado di libertà. Due punti, P1 e P2, vincolati a mantenere la stessa distanza fra essi ha cinque gradi di libertà; infatti individuato P1 con tre coordinate bastano altri due parametri per individuare P2 in quanto deve trovarsi su una sfera di centro P1 e raggio | P2 -  P1 | . Se invece i punti sono tre i gradi diventano sei; individuati i primi due punti con 5 parametri, come prima, il terzo punto deve trovarsi su una circonferenza per mantenere inalterate le distanze dai primi due, quindi basta un altro parametro per determinare la sua posizione. Aumentando ancora il numero dei punti vincolati a mantenere le stesse distanze fra loro il numero dei gradi di libertà rimane sei perchè i punti dal quarto in avanti sono determinati dalla struttura geometrica del sistema. Un sistema costituito da punti vincolati a mantenere inalterate le mutue distanze si chiama "corpo rigido". Quindi un corpo rigido libero, non soggetto cioè ad altri vincoli tranne quello di rigidità, presenta 6 gradi di libertà. Un corpo rigido vincolato ad avere un punto fisso ha tre gradi di libertà, mentre un corpo rigido vincolato ad avere due punti fissi ha un solo grado di libertà.

Cinematica dei corpi rigidi:

Dato che un corpo rigido ha 6 gradi di libertà, le velocità di tutti i suoi punti sono ricavabili dalla conoscenza di due vettori, cioè 6 scalari. 

Dalle Formule di Poisson si deduce che, che per ogni movimento di un qualsiasi corpo rigido, esiste un vettore (( , in generale funzione del tempo, tale che il prodotto vettoriale fra esso e un qualunque versore u( solidale col corpo rigido uguaglia la derivata rispetto al tempo di questo versore:


du(/dt = (( ( u(
Il vettore  delle formule di Poisson dipende soltanto dal modo di muoversi del corpo rigido perciò è caratteristico del moto.

Consideriamo adesso un generico punto P del corpo rigido, o solidale con esso; il segmento orientato P- O ha il modulo r costante, a causa del vincolo di rigidità, ma il suo versore u( è in genere variabile, perché solidale col corpo rigido mobile:


P - O = r u(
Cosicchè infine risulta:


v(p = v(o + (( ( (P – O)
Questa equazione è detta formula fondamentale della cinematica dei corpi rigidi e vale per qualunque coppia di punti P e O facenti parte di un corpo rigido o solidali con esso. Con questa formula si possono ricavare le velocità di tutti i punti di un corpo rigido conoscendo due vettori: la velocità vo di un punto e il vettore  delle formule di poisson; questo vettore è una grandezza della cinematica chiamata velocità angolare o velocità di rotazione del corpo rigido.                   

     Moto rotatorio intorno ad un asse fisso:

Preso un punto O passante per l’asse di rotazione, le diverse velocità dei punti Pi , partecipi del corpo rigido sono deducibili dalla formula fondamentale dei corpi rigidi:


v(i = (( ( (Pi – O)

Cambiamento del sistema di riferimento

Consideriamo due diversi sistemi di riferimento S e S1 specificandoli per mezzo di due terne cartesiane ortogonali una fissata rispetto a S (sistema mobile) di origine O asse x y z e versori i( j( k( e l’altra fissata a S1 (sistema fisso) di origine O1 asse x1 y1 z1 e versori i1( j1( k1( .

Trasformazione del vettore posizionale

P – O1 = (P – O) + (O – O1)

Trasformazione della velocità

v(a = v(r + v(t
v(r = x’ i( + y’ j( + z’ k(
(v(r velocità relativa)

v(t = v(o + (( ( (P – O)
(v(t velocità di trascinamento) (v(o velocità assoluta del punto O)





((( velocità di rotazione del sistema mobile S rispetto a quello fisso S1)

Trasformazione della accelerazione


a(a = a(r + a(t + a(c

a(r = x’’ i( + y’’ j( + z’’ k(
(a(r accelerazione relativa)


a(t = a(o + (’( ( (P – O) + (( ( [(( ( (P – O)]

(a(t  accelerazione di trascinamento)


a(c = 2(( ( v(r

(a(c accelerazione di coreolis)

